CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL II

Ubicacion del curso

n esta asignatura se concluye el primer acercamiento sistematico y

organizado al estudio del Calculo Diferencial e Integral: se desarro-

lla el concepto de derivada de algunas funciones trascendentes y se
concretan las ideas fundamentales del calculo integral. Para darle sentido a
sus conceptos, se ha considerado establecer el siguiente ciclo de aprendiza-
je: iniciar con situaciones concretas, cuya modelacion matematica no cons-
tituya inicialmente gran complejidad, continuar el trabajo en un contexto
fundamentalmente matematico y concluir con la modelacion de situacio-
nes concretas con el apoyo de herramientas conceptuales mas refinadas. La
aplicacion de estas etapas proporcionaran las bases para el estudio formal
de dichos conceptos, cuando su estancia en el nivel superior lo requiera.

En la primera unidad se extiende el estudio de la variacion a algunas fun-
ciones trascendentes al obtener la derivada de funciones trigonométricas,
exponenciales y logaritmicas; la justificacion de estos resultados se realiza
fundamentalmente con el andlisis grafico de la funcion original y sus dos
primeras derivadas. Con base en la modelacion de diversos fenomenos fisi-
cos, quimicos bioldgicos y sociales, entre otros, se contribuye a una mejor
comprension de la derivada de las funciones antes mencionadas, a la vez
que se enriquece el significado del concepto de derivada.

A partir de la modelacion de situaciones geométricas y de contextos, princi-
palmente de movimiento, en la que se presenta la idea de acumulacion, en la
unidad dos se inicia el estudio del concepto de integral definida; es impor-
tante recurrir a los procesos infinitos para esbozar la definicion de integral
definida. Para la obtencion de resultados de sumas infinitas debe recurrirse
a las funciones constante y lineal, principalmente. Con base en estos resul-
tados, aportar elementos para presentar el teorema fundamental del calculo.

La unidad tres inicia con la presentacion del desarrollo inverso a la deri-
vacion con problemas que plantean obtener la funcion a partir de conocer
su rapidez de cambio. Para la comprension de las ideas de antiderivada,
condicion inicial e integral indefinida, el trabajo con funciones polino-
miales debe ser el punto de partida. Se prepara al alumno en el manejo
algoritmico al resolver una diversidad de ejercicios de integracion a tra-
vés de las formas inmediatas, para concluir con los métodos de sustitu-
cion e integracion por partes. Al retomar los resultados que presenta el
Teorema Fundamental del Calculo resuelve problemas de mayor comple-
jidad, que requieren utilizar la integral definida.

Por ultimo, la cuarta unidad presenta tanto la conclusion de los dos cur-
sos como perspectivas de desarrollo de los métodos y conceptos estu-
diados. Consolida la comprension, manejo y aplicacion de la derivada y
la integral al construir el modelo asociado a diversas situaciones, en las
que la derivada de una funcion es proporcional a ésta, como crecimien-
to de una poblacion, desintegracion radioactiva, ley de enfriamiento de
Newton, asimilacion de un medicamento en el organismo propagacion
de una enfermedad.

En la siguiente tabla se presentan tanto los propositos y como el nimero
de horas de cada una de las unidades.
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Cailculo Diferencial e Integral 11

No | Nombre de la unidad

Propésitos Horas

Derivadas de funcio-
nes trascendentes.

Al finalizar la unidad el alumno ampliara su conocimiento de la derivada, a las funciones trigonométricas, exponen-
ciales y logaritmicas y reforzara el estudio de la variacion al resolver problemas que se modelan con ellas.

16

2 | Laintegral definida.
fundamental del célculo y lo aplicara.

Al finalizar la unidad el alumno interpretara el concepto de integral definida, analizando situaciones dadas en dife-
rentes contextos para construir su significado. Relacionara los conceptos de derivada e integral a través del teorema 16

3 | Laintegral indefinida.

Al finalizar la unidad el alumno establecera mediante el analisis de situaciones de variacion, la integral de diversas
funciones, utilizara las formulas inmediatas y algunos métodos de integracion.

20

4 | Modelos y prediccion.

Al finalizar la unidad el alumno concluiré el estudio de la derivada e integral con la construcciéon de un modelo
que las relacione para hacer predicciones sobre el comportamiento de situaciones planteadas.

12

Evaluacion

Las propuestas de los métodos de evaluacion, que tienen el proposito de
obtener informacion del desempefio de los estudiantes en referencia a los
aprendizajes logrados, para que estos identifiquen sus avances y limitacio-
nes y el profesor enriquezca o modifique la forma de organizacion del pro-
ceso de instruccion utilizado. Un ejemplo de evaluacion consiste en que el
alumno elabore un portafolio que contenga las actividades llevadas a cabo,
los examenes, proyectos, trabajos, tareas, entre otros; realizados a lo largo
del curso o por unidad. Por lo cual es indispensable que el alumno se invo-
lucre en el trabajo en clase.

Propdsitos del curso

Al finalizar el curso de Calculo Diferencial e Integral 11, a través de diversas
actividades orientadas al desarrollo de habilidades, procedimientos y a la
comprension de conceptos y métodos, el alumno:

 Incrementara su capacidad en la resolucion de problemas al apropiarse de
nuevas técnicas y herramientas que proporciona el calculo, en particular, la
representacion y prediccion de situaciones y fenomenos que involucran va-
riacion.

* Avanzard en la comprension de la derivada, al analizarla en situaciones
que es posible modelar con funciones exponenciales, logaritmicas y tri-
gonomeétricas.

* Comprendera la relacion entre la derivada y la integral de funciones, que
se sintetiza en el teorema fundamental del calculo.

* Manipulard adecuadamente las féormulas de integracion y los métodos de
sustitucion e integracion por partes.

* Con la modelacion de situaciones geométricas y de movimiento, entre
otras, relacionard a la integral definida de una funcion, ya sea con el area
bajo una curva o la descripcion del comportamiento de un objeto en mo-
vimiento, y comprendera que puede llevarse a cabo mediante la antideri-
vada o con un proceso infinito de aproximaciones numéricas.

 Sistematizara las diversas interpretaciones de la integral y las utilizara en
la resolucion de problemas relacionados con variacion y con acumulacion.



Unidad 1. Derivada de funciones trascendentes

Propositos:

Al finalizar la unidad el alumno:
* Ampliara su conocimiento de la derivada, a las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales y reforzara el estudio de

la variacion al resolver problemas que se modelen con ellas.

Tiempo:
16 horas

Relaciona en diversos contex-
tos la variacion de las funcio-
nes seno y coseno a través de
procedimientos graficos, nu-
méricos o algebraicos.

Reconoce que las derivadas de
las funciones trigonométricas
involucran variacion periodica.

Utiliza las derivadas de las
funciones seno y coseno, y
reglas de derivacion para ob-
tener las derivadas de las fun-
ciones: tangente, cotangente,
secante y cosecante.

Utiliza la regla de la cadena
para derivar funciones trigo-
nométricas compuestas.

Aplica las derivadas de fun-
ciones trigonométricas a pro-
blemas en diversos contextos.

tricas:
* Funciones trigonométricas y el es-

tudio de su variacion.

* Derivada de las funciones seno y
coseno.

* Derivada de las funciones tangente,
cotangente, secante y cosecante.

* Regla de la cadena para funciones
trigonométricas compuestas.

* Resolucion de problemas en diver-
Sos contextos.

Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas
El alumno: Derivada de funciones trigonomé- Para la deduccién de la derivada de cada una de las funciones es recomenda-

ble utilizar al menos dos de las representaciones grafica, tabular o algebraica,
considerando lo siguiente:

- Aprovechando el conocimiento obtenido en la Unidad IV de Célculo I, rea-
liza una primera conjetura de la grafica de la derivada de las funciones seno
y coseno.

- En la representacion numérica se sugiere calcular la aproximacion de la
derivada, usando una tabla, para valores apropiados.

Presentar situaciones que se modelen mediante estas funciones para motivar
la discusion de su variacion. Por ejemplo:

- La profundidad del agua en el puerto de San Felipe B. C. esta dada por la
funcion:

y=3+ 2.500S(% t) ;y estd en metros

Donde ¢ es el nimero de horas desde la media noche.
Calcular la rapidez con que esta cambiando el nivel del agua a las 6 horas.

- Se depositan cien mil pesos en un banco que paga 5% de interés anual com-
puesto de manera continua. Suponiendo que se reinvierte el capital mas los
intereses. Calcula lo que se solicita.

a) Encuentra la cantidad total acumulada en 10 afios.

b) Con qué rapidez esta creciendo el capital a los 10 afios.
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Aprendizajes

Tematica

Estrategias sugeridas

Relaciona en diversos contex-
tos la variacion de funciones
exponenciales a través de pro-
cedimientos graficos, numéri-
cos o algebraicos.

Infiere la derivada de las fun-
ciones logaritmicas.

Utiliza la regla de la cadena
para obtener la derivada de
funciones exponenciales y lo-
garitmicas compuestas.

Aplica la derivada a funciones
exponenciales y logaritmicas
a problemas en diversos con-
textos.

Derivadas de funciones exponencia-
les y logaritmicas:

* Derivada de las funciones:
e, e, 10" y 10

» Derivada de las funciones:
Inx, Inu, logx, logu

* Resolucion de problemas en diver-
sos contextos

Calcular mediante una aproximacion numérica los limites siguientes:

senx . cosx|]l
- i CosxO1
x®0 X

lim
x®0 Xx

para encontrar la derivada de seno y coseno en x = 0.

Presentar problemas que se puedan modelar mediante funciones circulares
para el estudio de la variacion de fenomenos periddicos, como: el péndulo
simple, piston oscilante, el movimiento de las mareas, etcétera.

Promover que el alumno, con el apoyo de la geometria dinamica, conjeture
que la derivada de la funcién exponencial natural es la misma funcion.

Si se utiliza la definicion de la derivada de la funciéon exponencial seria conve-
niente calcular mediante una aproximacion numérica este limite:

lim e”h—] ]

h—0

Resaltar la importancia de la derivada de la funcién exponencial como modelo
de situaciones de crecimiento, decrecimiento.

Se sugiere que la derivada de la funcién logaritmica sea a través de la funcion
y=e

Enfatizar las aplicaciones a diversas disciplinas, como: el decaimiento radio-
activo, crecimiento de poblaciones, la ley de enfriamiento, entre otras.

Resaltar el hecho de que el aplicar las propiedades de los logaritmos facilita la
obtencion de las derivadas de productos, cocientes, potencias y exponenciales.

Referencias:

(Numero del libro en el listado)
(2) Capitulo 4;

(3) Leccion 16;

(9) Capitulo 5;

(11) Capitulos 2 y 5;

(15) Capitulo 6;
(18) Capitulos 2y 3;
(21) Capitulo 4.




Unidad 2. La integral definida

Propositos:

Al finalizar la unidad el alumno: Tiempo:

 Interpretara el concepto de integral definida, analizando situaciones dadas en diferentes contextos para construir su significado. 16 horas
Relacionara los conceptos de derivada e integral a través del Teorema Fundamental del Calculo y lo aplicara.

Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas

El alumno: El darea bajo una curva:

» Asocia el area bajo una curva |+ EIl area bajo la grafica de una fun- | » Introducir situaciones problematicas en las que se conoce la velocidad o la
con la solucion de una situacion | cidn constante o lineal. tasa instantanea de cambio para motivar la discusion de la acumulacion.

dada en diversos contextos. * Desarrollar problemas que involucren el calculo de distancia, trabajo o pre-

+ Realiza aproximaciones para el | * Aproximacion numérica al célculo |  sion, entre otros los cuales se representen mediante una funcién constante

calculo del area bajo una cur- del area bajo la grafica de una fun- o lineal para que, posteriormente, los analicen graficamente y perciban que
va utilizando sumas de 4reas a | Cion, mediante rectangulos. dichos problemas se pueden resolver al calcular el area bajo la grafica de esa
través de rectangulos inscritos funciodn, auxiliandose de la figura geométrica respectiva.

y circunscritos y reconoce esta | . C4lculo del 4rea para funciones
aproximacion como un método | 4a 13 forma F(x)=hkx" donde k
general. es una constante.

* Relaciona el método de aproxi- |,
macion numérica para calcular
el area con un proceso infinito.

Interpretacion del signo de la inte-
gral con el area bajo la curva.

 Calcula el area bajo una curva | La integral definida: » Para la aproximacion numérica, presentar la grafica de una funcion positiva
de la forma e sin su representacion analitica y solicitarles que calculen el area bajo la curva

, * Definicion. . . . S .
f(x)=x en un intervalo dado, inducirlos a que obtengan una aproximacion del area a

como un limite de sumas infi- | * Propiedades. través de la suma de las areas de figuras rectilineas y solicitarles mejores apro-
nitas para n=1[, 2 y 3. ximaciones.
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Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas
Determina el area bajo la gra- | La funcion drea como una
fica de una funcion constante o | antiderivada:

lineal en intervalos de la forma
[0,x] y calcula con ella el area
en el intervalo [a,b].

Identifica la funcion area como
una antiderivada o primitiva.

Infiere a la integral definida
como el limite de sumas infi-
nitas.

Interpreta la relacion que se
establece en el teorema funda-
mental del calculo.

Descubre las ventajas de la
existencia de una antiderivada
para encontrar la integral defi-
nida.

Utiliza las propiedades de la
integral definida.

Identifica los elementos que
sustentan al teorema funda-
mental del calculo.

Aplica el teorema fundamen-
tal del célculo.

Interpreta la solucion de un
problema como el célculo del
area bajo una curva.

Formulacion del Teorema Funda-
mental del Calculo:

Aplicaciones de la integral definida:

» Area comprendida entre dos fun-
ciones.

 Calculo de la distancia a partir de la
velocidad.
 Calculo de una poblacion a partir de

su tasa instantanea de crecimiento o
decrecimiento.

Determinar el area bajo las funciones f(x)=x" para n=I, 2, 3. En un intervalo
[0,a], a partir de aproximar el area mediante rectangulos inscritos y circun-
scritos con bases de igual longitud, para acotar el area. Se puede iniciar cir-
cunscribiendo n rectangulos para n=4 y calcular su area, continuar con n=>5,
6, etcétera y observar el patron de comportamiento del area conforme n crece.

Para enriquecer lo anterior, realizar el calculo con particiones mas finas uti-
lizando una hoja electrénica de calculo. Complementar y verificar los valores
obtenidos con el uso de software dinamico, observando graficamente como se
pueden obtener mejores aproximaciones.

Senalar que las unidades asociadas a la integral definida es el producto de las
unidades de la variable dependiente y las unidades de la variable indepen-
diente.

Para calcular de manera exacta las areas referidas, analizar el comportamien-
to del proceso infinito asociado a la aproximacion numérica para determinar
si tiene un valor limite y cudl es éste.

En la representacion del area desde a hasta x bajo la grafica de f{#), incorporar
la notacion A(x) = f: fo) dt




Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas
Resaltar la importancia de la continuidad de las funciones para enunciar el
TFC, a partir de que analicen una integral como:
1
1
m—zdx
X
A partir de los resultados anteriores analizar la relacion entre: la funcion area, la
antiderivada y la integral definida; para enunciar el teorema fundamental
del calculo (TFc).
Proponer problemas que incluyan areas entre dos funciones, calculo de la dis-
tancia recorrida a partir de la velocidad, apoyandose en el trazo de sus grafi-
cas para calcular las integrales respectivas.
Referencias:
(Ntmero del libro en el listado)
(2) Capitulo 5; (18) Capitulo 5;
(5) Capitulo 5; (19) Capitulo 17;
(7) Capitulo 5; (21) Capitulo 6.
(10) Capitulo 7;

(15) Capitulo 4;
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Unidad 3. La integral indefinida

Propésitos:

Al finalizar la unidad el alumno: Tiempo:

» Establecera mediante el analisis de situaciones de variacion la integral de diversas funciones, utilizara las formulas inmediatas 20 horas
y algunos métodos de integracion

Aprendizajes Tematica Estrategias sugeridas
El alumno: Formulas inmediatas de integra- » Usar la idea de que la derivada y la integral son operaciones inversas para
Exoli . . cion. obtener las formulas inmediatas de integracion.
* Explica el caracter inverso de
las operaciones de derivacion * Retomar el analisis grafico como apoyo para visualizar que el proceso de inte-
e integracion para obtener las gracion da lugar a una familia de funciones y resaltar el papel que juega en ella
formulas inmediatas de inte- la constante de integracion. Se recomienda utilizar algun software graficador.

gracion.

* Reconoce la relacion existente
entre la antiderivada y la in-
tegral indefinida, asi como su

notacion

» Utiliza la condicién inicial | Relacién entre la condicién inicial y |+ Para ilustrar el método de cambio de variable se sugiere realizar modificacio-
para encontrar el valor de la | la constante de integracion. nes a la funcién a integrar y solicitar al alumno identifique la diferencial para
constante de integracion. Re- obtener la integral de una forma inmediata.

conoce que al modificarse la
condicion inicial las funciones
difieren.

* Identifica la formula de la in-
tegral inmediata que requiere
utilizar para resolver una inte-
gral dada.

* Construye una tabla de inte-
grales inmediatas que inclu-
yan funciones trigonométricas
y exponenciales.




Aprendizajes

Tematica

Estrategias sugeridas

Realiza las simplificaciones
algebraicas pertinentes para
convertir una integral a una
forma inmediata.

Identifica y realiza el cambio de
variable apropiado para resol-
ver una integral mas sencilla.

Reconoce que el método de in-
tegracion por partes amplia las
posibilidades para integrar al-
gunos productos de funciones.

Selecciona el método de inte-
gracion apropiado para calcu-
lar integrales que resultan de
modelar problemas en diferen-
tes contextos.

Métodos de integracion:
e Cambio de variable.

* Integracion por partes.

Problemas de aplicacion en diferen-
tes contextos.

En la integracion por partes proporcionarles algunas sugerencias para la elec-
cion de u y v, presentar algunos ejemplos invirtiendo la eleccion y discutir
cual de ellas es la adecuada.

Es importante hacer ejercicios de aplicacion que incluyan areas entre curvas,
trazar sus graficas y calcular las integrales respectivas. También retomar algu-
no de los problemas sobre distancia, trabajo o presion resueltos anteriormente
y proponer variantes que den lugar a una funcion no lineal, y resolverlos con
la integral definida.

Referencias:

(Ntmero del libro en el listado)
(2) Capitulo 5;

(7) Capitulo 7;

(9) Capitulo 4;

(20) Capitulo 18.
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Unidad 4. Modelos y prediccion

Proposito:

Al finalizar la unidad el alumno:

» Concluira el estudio de la derivaday la integral, con la construccion de un modelo que las relacione para hacer predicciones

sobre el comportamiento de situaciones planteadas.

Tiempo:
12 horas

Aprendizajes

Tematica

Estrategias sugeridas

El alumno:

* Identifica que cuando la rapi-
dez de cambio de una funcioén
es proporcional a la misma, se
puede modelar a través de la
ecuacion:

[ﬁ@]ww

* Emplea el método de separa-
cion de variables para resolver
la ecuacion:

[#@]Wm

y lo aplica en algunos ejem-
plos.

* Identifica que la solucion ge-
neral del modelo P(z) = Ce*
es una familia de funciones
definida por los valores de C.

 Situaciones de variacion cuya rapi-
dez de cambio se comporta como:

dP(0)
dt

e M¢étodo de separacion de variables.

* Condiciones iniciales aplicadas al

modelo

|- kP

P(t) = Ce*

Propiciar que los alumnos, exploren en forma numérica, grafica o algebraica
el comportamiento de diversas situaciones.

Por ejemplo, en el crecimiento de una poblacion, orientarlos a que propon-
gan los elementos que intervienen en su crecimiento, al sistematizar sus
aportaciones y con preguntas dirigidas, arribar a la tasa de crecimiento y
al hecho de que la rapidez de crecimiento de una poblacion es proporcional
al tamafio de la misma. Por lo cual, se requiere usar la simbologia para
establecer la relacion entre la funcion y su derivada, mediante la ecuacion
diferencial:

AP0 ke




Aprendizajes

Tematica

Estrategias sugeridas

Considera las condiciones ini-
ciales para obtener una solu-
cion particular que representa
a la situacion, dada y llega a
un modelo del tipo

p()=P "
Utiliza el modelo para hacer
predicciones sobre el compor-
tamiento general y puntual de
la situacion.

Distingue la diferencia en el
comportamiento del modelo
p(t)=P e dependiendo del
signo de k y lo que esto sig-
nifica en las situaciones mo-
deladas.

Reconoce la importancia del
modelo

p(t)=Pe*.

Al presentar el método de separacion de variables, cuidar que los alumnos no
se queden con la idea errénea de que df pasa multiplicando pero sin caer en
explicaciones teoricas que excedan los propositos de esta unidad.

Una vez hallada la solucién, analizar su comportamiento general y efectuar
predicciones.

Es recomendable contar con datos de facil acceso, por ejemplo, los del INEGI
del ultimo censo sobre la tasa de crecimiento de la poblacion del pais.

Referencias:

(Numero del libro en el listado)
(5) Capitulo 10;

(6) Capitulo 7,

(7) Capitulo 10;

(9) Capitulo 6;

(21) Capitulo 7.
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